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Povzetek
Cilj diplomskega dela je z uvedbo infinitezimalnih sˇtevil predstaviti drugacˇen pristop
h klasicˇni analizi. Infinitezimalna sˇtevila uvedemo s pomocˇjo petih aksiomov.
Najvecˇji poudarek je na principu prenosa, ki povezuje trditve, ki veljajo nad
hiperrealnimi sˇtevili, s trditvami, ki veljajo nad realnimi sˇtevili. Skozi diplomsko
delo dokazujemo, da so definicije iz nestandardne analize ekvivalentne tistim iz
klasicˇne analize, nato pa nove definicije uporabimo za dokaze izrekov iz klasicˇne
analize. Zaradi obsˇirnosti klasicˇne analize se v diplomskem delu omejimo na
koncepte zveznosti, limite, odvoda in kompaktnosti.
Non-standard analysis, axiomatically
Abstract
In the thesis we introduce infinitesimals to present a new approach to classical
analysis. We do so by introducing a set of five axioms. The emphasis is on
the transfer axiom which helps us transfer theorems from nonstandard analysis
to classical analysis. Throughout the thesis we show that the definitions in non-
standard analysis are equivalent to those from classical analysis, and use non-
standard definitions to prove theorems from classical analysis. Due to the large
reach of classical analysis, we limit ourselves to concepts of continuity, limits,
differentiation and compactness.
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Kljucˇne besede: infinitezimalno sˇtevilo, princip prenosa, standardni del,
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1. Uvod
V diplomski nalogi bomo s pomocˇjo infinitezimalnih sˇtevil predstavili koncepte
klasicˇne analize. Infinitezimalna sˇtevila so sˇtevila, ki so po absolutni vrednosti
manjˇsa od vseh pozitivnih realnih sˇtevil. V realnih sˇtevilih je edino tako sˇtevilo
0, v hiperrealnih sˇtevilih pa imamo sˇtevila, ki so skoraj enaka nicˇ. Koncept
infinitezimalnega sˇtevila sezˇe kar dalecˇ nazaj. Osnovni koncepti klasicˇne analize
so bili v cˇasu Leibniza in Newtona predstavljeni z uporabo infinitezimalnih sˇtevil.
Take definicije so bolj intuitivne od tistih, ki jih uporabljamo danes. Leibniz je
zˇelel uvesti sˇtevila, ki bi bila v primerjavi z realnimi sˇtevili neskoncˇno majhna ali
neskoncˇno velika, imela pa bi enake lastnosti kot realna sˇtevila. Zaradi problemov pri
formalizaciji taksˇnih sˇtevil so definicije, ki so jih vsebovale, zamenjali z definicijami,
ki jih poznamo danes. Okrog leta 1960 je infinitezimalna sˇtevila prvi formalno
vpeljal Abraham Robinson. Dokazal je, da obstaja model z infinitezimalnimi sˇtevili,
ki imajo enake lastnosti kot realna sˇtevila. Model bomo definirali s pomocˇjo
petih aksiomov, njegovo konstrukcijo pa bomo zaradi obsezˇnosti izpustili. Skozi
diplomsko delo se bomo za snov iz klasicˇne analize vecˇinoma navezovali na skripta
Josipa Globevnika za Analizo 1 [1], za snov iz nestandardne analize pa na knjigo
Foundations of Infinitesimal Calculus [?].
V prvem poglavju bomo predstavili aksiome hiperrealnih sˇtevil ter nekaj njihovih
posledic. Najvecˇji poudarek bo na principu prenosa, ki povezuje trditve, ki drzˇijo
nad hiperrealnimi sˇtevili, s trditvami, ki drzˇijo nad realnimi sˇtevili. V drugem
poglavju bodo predstavljene osnovne definicije nestandardne analize in izreki, ki
jih bomo potrebovali v naslednjih poglavjih. V naslednjih poglavjih pa bodo
predstavljeni koncepti zveznosti, limite, odvoda in kompaktnosti.
2. Hiperrealna sˇtevila
V tem poglavju bomo definirali sistem hiperrealnih sˇtevil R∗. Vpeljali bomo
aksiome, osnovne definicije in izpeljali izreke, ki bodo pomembni za gradnjo klasicˇne
analize nad hiperrealnimi sˇtevili. V prvem delu poglavja bomo vpeljali prve tri
aksiome in klasifikacijo hiperrealnih sˇtevil ter pokazali, kako se hiperrealna sˇtevila
obnasˇajo pri racˇunanju z njimi. Nato bomo vpeljali aksioma A4 in A5. Najvecˇ
poudarka bo na slednjem, saj je ta pomemben za povezavo trditev, ki drzˇijo nad
realnimi sˇtevili, s trditvami, ki drzˇijo nad hiperrealnimi sˇtevili. V drugem delu
bomo spoznali relacijo ≈ in monado hiperrealnega sˇtevila, s pomocˇjo katerih bomo
definirali standardni del hiperrealnega sˇtevila. V tretjem delu si bomo ogledali
naravne razsˇiritve mnozˇic in njihove lastnosti. Na koncu pa si bomo kot poseben
primer naravne razsˇiritve mnozˇic ogledali hipercela sˇtevila.
2.1. Aksiomi. Preden vpeljemo aksiome se vprasˇajmo kaksˇen sistem zˇelimo.
Zˇelimo taksˇen sistem, da bo imel enake lastnosti kot sistem realnih sˇtevil, vseboval
pa bo tudi infinitezimalna sˇtevila. Zˇelimo tudi nacˇin za prenos med trditvami, ki
drzˇijo v hiperrealnih sˇtevilih in trditvami, ki drzˇijo nad realnimi sˇtevili. Zacˇnimo
sedaj s prvimi tremi aksiomi.
2.1.1. Aksiomi A1-A3.
A1 R je poln urejen obseg.
A2 R∗ je konzervativna razsˇiritev R za izjave o R kot urejenem obsegu.
A3 R∗ vsebuje pozitivno infinitezimalno sˇtevilo.
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S konzervativno razsˇiritvijo mislimo na taksˇno razsˇiritev, da vse trditve o realnih
sˇtevilih, ki drzˇijo nad realnimi sˇtevili, drzˇijo tudi nad hiperrealnimi sˇtevili. S prvim
aksiomom smo privzeli aksiome realnih sˇtevil. Z drugim smo povedali, da zˇelimo
ohraniti lastnosti realnih sˇtevil. S tretjim aksiomom pa smo povedali, s kaksˇnimi
sˇtevili zˇelimo razsˇiriti realna sˇtevila. Preden lahko nadaljujemo, moramo pojem
infinitezimalnega sˇtevila sˇe matematicˇno definirati. Hkrati bomo definirali sˇe pojem
koncˇnega in neskoncˇnega sˇtevila.
Definicija 2.1. Hiperrealno sˇtevilo x je
(1) infinitezimalno sˇtevilo, cˇe velja |x| < r za vsako pozitivno realno sˇtevilo r.
(2) koncˇno, cˇe obstaja taksˇno realno sˇtevilo r, da velja |x| < r.
(3) neskoncˇno, cˇe velja |x| > r za vsako realno sˇtevilo r.
Naj bo sedaj  pozitivno infinitezimalno sˇtevilo, katerega obstoj zagotavlja aksiom
A3. Ker za vsako pozitivno realno sˇtevilo r velja |− | = || < r in |−1

| = |1

| > 1
r
, je
− negativno infinitezimalno sˇtevilo, sˇtevilo x pa je neskoncˇno natanko tedaj, ko je
1
x
infinitezimalno sˇtevilo. S tem je dokazan obstoj negativnih infinitezimalnih sˇtevil
in pozitivnih ter negativnih neskoncˇnih sˇtevil v hiperrealnih sˇtevilih. Poglejmo sˇe,
kako je z aritmetiko v hiperrealnih sˇtevilih.
Izrek 2.2 (Aritmetika). Za hiperrealni sˇtevili x in y veljajo naslednje trditve:
(1) Cˇe sta x in y infinitezimalni sˇtevili, potem so x+y, x−y in xy infinitezimalna
sˇtevila.
(2) Cˇe sta x in y koncˇni sˇtevili, potem so x+ y, x− y in xy koncˇna sˇtevila.
(3) Cˇe je x infinitezimalno sˇtevilo in y koncˇno sˇtevilo, potem je xy infinitezi-
malno sˇtevilo.
(4) Cˇe je x neskoncˇno sˇtevilo in y ni infinitezimalno sˇtevilo, potem je xy
neskoncˇno sˇtevilo.
(5) Cˇe je x neskoncˇno sˇtevilo in y koncˇno sˇtevilo, potem sta x + y in x − y
neskoncˇni sˇtevili.
Dokaz.
(1) Ker sta x in y infinitezimalni sˇtevili, za vsako pozitivno realno sˇtevilo r
velja |x|, |y| < r
2
. Z uporabo trikotniˇske neenakosti v hiperrealnih sˇtevilih
pridobimo
|x± y| ≤ |x|+ |y| < r
2
+
r
2
= r.
Ker velja tudi |x|, |y| < √r, iz pravila za produkt absolutnih vrednosti v
hiperrealnih sˇtevilih sledi
|xy| = |x||y| < √r · √r = r.
(2) Za koncˇni sˇtevili x in y izberemo taksˇno pozitivno realno sˇtevilo r, da velja
|x|, |y| < r
2
in |x|, |y| < √r. Z uporabo trikotniˇske neenakosti in pravila za
produkt absolutnih vrednosti v hiperrealnih sˇtevili pridobimo
|x± y| ≤ |x|+ |y| < r
2
+
r
2
= r in |xy| = |x||y| < √r · √r = r.
(3) Za koncˇno sˇtevilo y izberemo taksˇno pozitivno realno sˇtevilo t, da velja
|y| < t. Ker za infinitezimalno sˇtevilo x velja x < r za poljubno pozitivno
realno sˇtevilo r, za absolutno vrednost produkta xy velja
|xy| = |x||y| ≤ rt.
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Ker je r poljubno pozitivno realno sˇtevilo, je tudi rt poljubno pozitivno
realno sˇtevilo, od koder sledi, da je xy infinitezimalno sˇtevilo.
(4) Ker za koncˇno neinfinitezimalno sˇtevilo y, neskoncˇno sˇtevilo x in poljubno
pozitivno realno sˇtevilo r velja r|y| < |x|, lahko z mnozˇenjem neenacˇbe z |y|
in uporabo pravila za produkt absolutnih vrednostih v hiperrealnih sˇtevilih
dobimo
r < |x||y| = |xy|.
(5) Cˇe je x neskoncˇno sˇtevilo, y koncˇno sˇtevilo, r poljubno pozitivno realno
sˇtevilo, t pa taksˇno pozitivno realno sˇtevilo, da velja |y| < t, potem velja
|x| > r + t. Z uporabo trikotniˇske neenakosti v hiperrealnih sˇtevilih
pridobimo
|x± y| ≥ |x| − |y| ≥ |x| − t ≥ r + t− t = r. 
Tukaj se vprasˇamo, kako je z zmnozˇkom neskoncˇnega in infinitezimalnega sˇtevila.
Cˇe je  nenicˇelno infinitezimalno sˇtevilo, potem je 2 infinitezimalno sˇtevilo, 1

in
1
2
pa sta neskoncˇni sˇtevili. Ker za njihove zmnozˇke velja 2 · 1

= ,  · 1
2
= 1

in
 · 1

= 1, je zmnozˇek neskoncˇnega in infinitezimalnega sˇtevila lahko infinitezimalno,
neskoncˇno ali pa koncˇno sˇtevilo.
2.1.2. Aksiom A4 in Princip prenosa A5. Hiperrealna sˇtevila smo aksiomaticˇno
definirali tako, da imajo skoraj enake lastnosti kot realna sˇtevila. Nadaljevali bomo
z vpeljavo aksioma A4, s katerim bomo povedali, kaj naredimo s funkcijami realnih
sˇtevil. Nato bomo definirali sˇe nekaj pojmov, ki nam bojo v pomocˇ pri vpeljavi
principa prenosa A5. Preostanek razdelka pa bo namenjen njegovi vpeljavi in
posledicam.
Aksiom A4: Za vsako funkcijo f : Rn → R obstaja funkcija f ∗ : R∗n → R∗, ki
ji pravimo naravna razsˇiritev funkcije f . Operacije polja R∗ so naravne razsˇiritve
operacij polja R.
Na primeru si poglejmo, kaj je to naravna razsˇiritev funkcije f .
Primer 2.3. Naj bo funkcija f : R → R podana s predpisom f(x) = x2. Njena
naravna razsˇiritev je funkcija f ∗ : R∗ → R∗ podana s predpisom f ∗(x) = x2. ♦
Ko bo jasno, kdaj govorimo o funkciji f in kdaj o funkciji f ∗, bomo oznako za
razsˇiritev funkcije spustili. Definirajmo sedaj pojme, ki jih potrebujemo za vpeljavo
principa prenosa.
Definicija 2.4. Izraz je izjava, ki je zgrajena z uporabo naslednjih pravil.
(i) Vsaka spremenljivka je izraz.
(ii) Vsako realno sˇtevilo je izraz.
(iii) Cˇe so τ1, . . . , τn izrazi in je f funkcija n realnih spremenljivk, potem je
f(τ1, . . . τn) izraz.
Izrazu brez spremenljivk pravimo konstanten izraz. Tak izraz je lahko realno
sˇtevilo ali pa ni definiran. Vsi izrazi niso definirani. Kot primer si oglejmo izraz
g(f(1)), kjer je f(x) = −x in g(x) = √x. Ker je g(f(1)) = g(−1) = √−1 in −1 ni
v domeni funkcije g, izraz g(f(1)) ni definiran.
Definirajmo sˇe pojma formule in sistema formul.
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Definicija 2.5. Formula je enacˇba (τ1 = τ2) ali neenacˇba (τ1 ≤ τ2, τ1 6= τ2) dveh
izrazov ali pa trditev oblike “τ je definiran”oziroma “τ ni definiran”. Sistem formul
je neprazna, koncˇna mnozˇica formul.
Da lahko zakljucˇimo z vpeljavo aksiomov hiperrealnih sˇtevil, potrebujemo le sˇe
naslednjo definicijo.
Definicija 2.6. Resˇitev sistema formul S s spremenljivkami x1, . . . , xn, je nabor
konstant (c1, . . . , cn), za katere velja, da cˇe zamenjamo vsako spremenljivko xi s
konstanto ci, so vsi izrazi iz sistema formul S definirani, formule pa drzˇijo.
Realna resˇitev sistema formul je tak nabor realnih konstant, ki sistem formul
resˇi. Hiperrealna resˇitev sistema formul pa je tak nabor hiperrealnih konstant, ki
resˇi sistem formul, cˇe funkcije sistema formul zamenjamo z njihovimi naravnimi
razsˇiritvami. Za sistema formul S in T z zaporedoma n in k spremenljivkami, kjer
je k < n, pravimo, da nabor konstant (c1, . . . , ck, . . . , cn) vsebuje resˇitev sistema
formul T , cˇe je nabor konstant (c1, . . . , ck) resˇitev sistema formul T . Pravimo tudi,
da je nabor konstant (c1, . . . , ck) delna resˇitev sistema formul S, cˇe se ga da razsˇiriti
do nabora konstant (c1, . . . , ck, . . . , cn) tako, da je nov nabor konstant resˇitev sistema
formul S. Sedaj pa lahko definiramo A5, poznan tudi kot princip prenosa.
Aksiom A5: Naj bosta S in T sistema formul. Cˇe je vsaka realna resˇitev sistema
formul S resˇitev sistema formul T , potem je tudi vsaka hiperrealna resˇitev sistema
formul S hiperrealna resˇitev sistema formul T .
Princip prenosa nam na prvi pogled ne pove veliko, ima pa veliko pomembnih
posledic, na katerih bomo gradili snov iz klasicˇne analize. Prva posledica pravi, da
princip prenosa velja tudi, cˇe ima sistem formul T manj spremenljivk kot sistem
formul S.
Posledica 2.7. Naj bosta za k < n podana sistema formul S in T z zaporedoma n in
k spremenljivkami. Cˇe vsaka realna resˇitev sistema formul S vsebuje resˇitev sistema
formul T , potem vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul S vsebuje hiperrealno
resˇitev sistema formul T .
Dokaz. Naj bodo x1, . . . , xn spremenljivke sistema formul S in naj bo T
′ sistem
formul, ki ga dobimo tako, da sistemu formul T dodamo enacˇbe xk+1 =
xk+1, . . . , xn = xn. Tako dobljen sistem formul T
′ ima enak pomen kot sistem formul
T , le da ima vecˇ spremenljivk. Ker sistem formul S vsebuje resˇitev sistema formul T ,
je vsaka realna resˇitev sistema formul S tudi resˇitev sistema formul T ′. Po principu
prenosa je vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul S tudi hiperrealna resˇitev sistema
formul T ′. Ker hiperrealna resˇitev sistema formul T ′ vsebuje hiperrealno resˇitev
sistema formul T , jo vsebuje tudi sistem formul S. 
Naslednja posledica pove, kdaj imata dva sistema formul enaki mnozˇici
hiperrealnih resˇitev.
Posledica 2.8. Naj bosta S in T sistema formul. Cˇe imata sistema formul S in T
enaki mnozˇici realnih resˇitev, potem imata enaki mnozˇici hiperrealnih resˇitev.
Dokaz. Naj imata sistema formul S in T enaki mnozˇici realnih resˇitev. Ker je vsaka
realna resˇitev sistema formul S tudi realna resˇitev sistema formul T , je po principu
prenosa vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul S tudi hiperrealna resˇitev sistema
formul T . Podobno je vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul T tudi hiperrealna
resˇitev sistema formul S. Mnozˇici hiperrealnih resˇitev sta torej enaki. 
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Posledica 2.9. Naj bo S sistem formul.
(1) Cˇe S drzˇi za vsa realna sˇtevila, potem drzˇi tudi za vsa hiperrealna sˇtevila.
(2) Cˇe S nima realnih resˇitev, potem nima hiperrealnih resˇitev.
Dokaz. (1) Naj sistem formul S z n spremenljivkami drzˇi za vsa realna sˇtevila.
Oglejmo si sistem formul T : x1 = x1, . . . , xn = xn. Ker sistem formul T prav
tako drzˇi za vsa realna sˇtevila, imata po posledici 2.8 sistema formul S in T enake
hiperrealne resˇitve, sistem formul T pa resˇijo vsa hiperrealna sˇtevila.
(2) Naj sistem formul S z n spremenljivkami ne drzˇi za nobeno realno sˇtevilo. Sistem
formul T : x1 6= x1, . . . , xn 6= xn prav tako ne drzˇi za nobeno realno sˇtevilo. Po
posledici 2.8 imata sistema enake hiperrealne resˇitve, sistem formul T pa ne resˇi
nobeno hiperrealno sˇtevilo. 
Zadnjo posledico bomo podali kar kot izrek, saj je bolj pomembna. Tako kot
nam posledica 2.7 princip prenosa razsˇiri na primer, ko ima sistem formul T manj
spremenljivk kot sistem formul S, nam izrek o delnih resˇitvah, razsˇiri princip prenosa
na primer, ko ima sistem formul T vecˇ spremenljivk kot sistem formul S. Kot bomo
videli kasneje, je izrek najvecˇkrat uporabljen za dokaz, da neko hiperrealno sˇtevilo
z neko lastnostjo obstaja.
Izrek 2.10 (o delnih resˇitvah). Naj bo S sistem formul k spremenljivk, T pa sistem
formul n > k spremenljivk. Naslednje trditve so ekvivalentne.
(1) Vsaka realna resˇitev sistema formul S, je delna realna resˇitev sistema formul
T .
(2) Vsaka realna resˇitev sistema formul S, je delna hiperrealna resˇitev sistema
formul T .
(3) Vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul S, je delna hiperrealna resˇitev
sistema formul T .
Dokaz. (1)⇒(3) Definirajmo funkcije f1, . . . , fn−k tako, da bo za vsako resˇitev
C = (c1, . . . , ck) sistema formul S, nabor konstant (c1, . . . , ck, f1(C), . . . , fn−k(C))
resˇitev sistema formul T . Pri tako definiranih funkcijah fi velja naslednje:
(i) Vsaka realna resˇitev sistema formul S, je realna resˇitev sistema formul “f1(C)
je definiran”, . . . ,“fn−k(C) je definiran”.
(ii) Za vsako realno resˇitev C sistema formul S, je nabor konstant
(c1, . . . , ck, f1(C), . . . , fn−k(C)) realna resˇitev sistema formul T .
Po principu prenosa veljata trditvi (i) in (ii) tudi za hiperrealna sˇtevila. Naj bo
C hiperrealna resˇitev sistema formul S. Potem so izrazi fi(C) definirani, nabor
konstant (c1, . . . , ck, f1(C), . . . fn−k(C)) pa je hiperrealna resˇitev sistema formul T .
Vsaka hiperrealna resˇitev sistema formul S je torej delna hiperrealna resˇitev sistema
formul T .
(3)⇒(2) Ker so realna sˇtevila podmnozˇica hiperrealnih sˇtevil, to seveda velja.
(2)⇒(1) Dokazali bomo s protislovjem. Naj bo nabor konstant (c1, . . . , ck) realna
resˇitev sistema formul S, ne pa delna realna resˇitev sistema formul T . Poglejmo
sedaj sistem formul T ′ = T (c1, . . . , ck, xk+1, . . . , xn−k), kjer spremenljivke od x1 do
xk zaporedoma zamenjamo s konstantami od c1 do ck. Sistem formul T
′ nima realnih
resˇitev, sicer bi bil nabor konstant (c1, . . . , ck) delna realna resˇitev sistema formul
T . Po posledici 2.9, T ′ nima hiperrealnih resˇitev, to pa je v protislovju z (2). 
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2.2. Relacija ≈ in monada. V realnih sˇtevilih bi lahko za relacijo -blizu vzeli:
x ≈ y ⇐⇒ |x− y| ≤ 
za neko sˇtevilo  ∈ R+. Ker je |x − x| = 0 in |x − y| = |y − x|, je taka relacija
refleksivna in simetricˇna, ni pa tranzitivna. Da bi tranzitivnost dosegli, bi lahko za
relacijo ≈ vzeli:
x ≈ y ⇐⇒ x ≈ y za vsak  ∈ R+.
Pri tako podani relaciji v realnih sˇtevilih velja x ≈ y natanko tedaj, ko je x = y.
V hiperrealnih sˇtevilih pa to ni res, saj obstajajo infinitezimalna sˇtevila.
Definicija 2.11. Hiperrealni sˇtevili x in y sta infinitezimalno blizu, kar zapiˇsemo
kot x ≈ y, cˇe je njuna razlika infinitezimalno sˇtevilo.
Dokaz refleksivnosti in simetricˇnosti relacije ≈ je enak kot pri relaciji ≈.
Pokazˇimo sˇe, da je relacija tranzitivna in s tem tudi ekvivalencˇna. Naj bo |x−y| = 
in |y−z| = δ za neki pozitivni infinitezimalni sˇtevili  in δ. Po trikotniˇski neenakosti
v hiperrealnih sˇtevilih velja
|x− z| = |x− y + y − z| ≤ |x− y|+ |y − z| < + δ.
Ker je  + δ infinitezimalno sˇtevilo, je x ≈ z. Ker je relacija ekvivalencˇna, nam
hiperrealna sˇtevila razdeli na ekvivalencˇne razrede. Ekvivalencˇnemu razredu sˇtevila
x ∈ R∗ pravimo monada sˇtevila x in jo oznacˇimo z monad(x) := {y ∈ R∗ : x ≈
y}. Med vsemi je najbolj zanimiva monada sˇtevila 0, saj je enaka mnozˇici vseh
infinitezimalnih sˇtevil.
Hiperrealna sˇtevila smo uvedli kot orodje za lazˇje dokazovanje trditev iz realnih
sˇtevil. Pri dokazovanju s hiperrealnimi sˇtevili se bo velikokrat zgodilo, da bo za neko
hiperrealno sˇtevilo pomembno le to, kateremu realnemu sˇtevilu je najblizˇje. Obstoj
in enolicˇnost taksˇnega sˇtevila nam poda naslednji izrek.
Izrek 2.12 (Princip standardnega dela). Za vsako koncˇno sˇtevilo x ∈ R∗ obstaja
enolicˇno dolocˇeno realno sˇtevilo r ∈ monad(x).
Dokaz. Najprej preverimo enolicˇnost sˇtevila r. Naj bosta r, s ∈ R in r ≈ x ter s ≈ x.
Ker je ≈ ekvivalencˇna relacija, velja r ≈ s. Ker je r−s realno infinitezimalno sˇtevilo,
je r = s.
Preverimo sˇe obstoj realnega sˇtevila v monadi koncˇnega sˇtevila x. Naj bo
X = {s ∈ R : s < x}. Ker obstaja taksˇno sˇtevilo r ∈ R+, da velja |x| < r oziroma
−r < x < r, je X neprazna in navzgor omejena mnozˇica. Po Dedekindovem aksiomu
obstaja m = supX ∈ R. Ker za vsako pozitivno realno sˇtevilo r velja x < r + m
in m − r < x, je |x −m| < r. Ker je bilo realno sˇtevilo r > 0 poljubno, je x −m
infinitezimalno sˇtevilo. 
Za koncˇno sˇtevilo x ∈ R∗ se enolicˇno dolocˇeno realno sˇtevilo r ∈ monad(x) imenuje
standardni del sˇtevila x. Oznacˇimo ga z r = st(x). V naslednjem izreku so zbrane
lastnosti standardnega dela.
Izrek 2.13. Za koncˇni hiperrealni sˇtevili x in y veljajo naslednje trditve:
(1) x ≈ y natanko tedaj, ko je st(x) = st(y),
(2) x ≈ st(x),
(3) Za vsako realno sˇtevilo r je st(r) = r,
(4) Cˇe je x ≤ y, potem je st(x) ≤ st(y),
(5) st(x+ y) = st(x) + st(y),
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(6) st(x− y) = st(x)− st(y),
(7) st(xy) = st(x) st(y),
(8) st(x
y
) = st(x)
st(y)
, cˇe st(y) 6= 0.
Dokaz. (1) Naj bo st(x) = r in x ≈ y. Potem zaradi tranzitivnosti relacije ≈ velja
r ≈ y. Ker je r realno sˇtevilo, standardni del pa enolicˇno dolocˇen, je st(y) = r.
(2) Sledi iz definicije standardnega dela.
(3) Velja, ker je r − r = 0.
(4) Naj bo x = st(x) +  in y = st(y) + δ za neki infinitezimalni sˇtevili , δ. Cˇe je
x ≤ y, potem je st(x)+ ≤ st(y)+δ oziroma st(x) ≤ st(y)+(δ−). Ker za poljubno
pozitivno realno sˇtevilo r velja δ −  < r, lahko ocenimo st(x) < st(y) + r. Ker pa
je r poljubno pozitivno realno sˇtevilo, je st(x) ≤ st(y).
Za nadaljevanje dokaza oznacˇimo st(x) = r in st(y) = s. Naj bosta  in δ taksˇni
infinitezimalni sˇtevili, da velja x = r +  in y = s + δ. Z uporabo izreka 2.12
pridobimo:
(5) st(x+ y) = st(r + + s+ δ) = st(r + s+ (+ δ)) = r + s,
(6) st(x− y) = st(r + − s− δ) = st(r − s+ (− δ)) = r − s,
(7) st(xy) = st((r + )(s+ δ)) = st(rs+ s+ rδ + δ) = rs,
(8) Iz st(x) = st(x
y
· y) = st(x
y
) st(y) sledi st(x
y
) = st(x)
st(y)
, cˇe y 6= 0. 
2.3. Naravne razsˇiritve mnozˇic. V tem razdelku bomo najprej definirali naravne
razsˇiritve mnozˇic. Nato si bomo ogledali povezavo med topolosˇkimi lastnostmi
podmnozˇic realnih sˇtevil in njihovimi naravnimi razsˇiritvami. Zakljucˇili bomo s
podrobnejˇsim ogledom naravne razsˇiritve celih sˇtevil.
Naj bo A podmnozˇica realnih sˇtevil in χA njena karakteristicˇna funkcija. Po
aksiomu A4 ima vsaka funkcija f naravno razsˇiritev f ∗. Naravna razsˇiritev mnozˇice
A je mnozˇica A∗ := {x ∈ R∗ : χ∗A(x) = 1}.
Trditev 2.14. Za vsako mnozˇico realnih sˇtevil A je njena naravna razsˇiritev
enolicˇno dolocˇena tako, da je za vsak sistem formul T , ki ima mnozˇico A za mnozˇico
realnih resˇitev, mnozˇica A∗ mnozˇica hiperrealnih resˇitev sistema formul T ∗.
Dokaz. Naj ima sistem formul S mnozˇico A za mnozˇico realnih resˇitev. Sistem
formul S ima torej enako mnozˇico realnih resˇitev kot enacˇba χA(x) = 1. Po
principu prenosa ima sistem formul S enako mnozˇico hiperrealnih resˇitev kot enacˇba
χ∗A(x) = 1, to pa je ravno definicija mnozˇice A
∗. 
Da bo definicija naravne razsˇiritve bolj jasna, si poglejmo kako izgleda naravna
razsˇiritev intervala (a, b].
Primer 2.15. Interval (a, b] je v R definiran kot
(a, b] = {x ∈ R : x > a, x ≤ b}.
Njegova naravna razsˇiritev pa izgleda takole
(a, b]∗ = {x ∈ R∗ : x > a, x ≤ b}. ♦
Poglejmo sedaj nekaj lastnosti naravnih razsˇiritev mnozˇic, ki jih bomo v
nadaljevanju potrebovali.
Izrek 2.16. Za podmnozˇici realnih sˇtevil A in B veljajo naslednje trditve:
(1) A ⊆ A∗ in A∗ ∩ R = A.
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(2) Ohranjajo se Boolove operacije:
(A ∩ B)∗ = A∗ ∩ B∗,
(A ∪ B)∗ = A∗ ∪ B∗,
(A\B)∗ = A∗\B∗,
A ⊆ B ⇐⇒ A∗ ⊆ B∗.
(3) Za vsako funkcijo f ene spremenljivke velja
D∗f = Df∗ in Z
∗
f = Zf∗ .
Dokaz. (1) Izhaja iz definicije, saj je vsaka realna resˇitev enacˇbe χA(x) = 1 tudi
hiperrealna resˇitev enacˇbe χ∗A(x) = 1.
(2) Spomnimo se, da za podmnozˇici A in B realnih sˇtevil veljajo naslednje trditve:
χA∩B(x) = 1 ⇐⇒ χA(x) · χB(x) = 1,
χA∪B(x) = 1 ⇐⇒ χA(x) + χB(x)− χA(x) · χB(x) = 1,
χA\B(x) = 1 ⇐⇒ χA(x)− χA(x) · χB(x) = 1.
Kar pomeni da imajo leve strani ekvivalenc enake realne resˇitve kot desne strani
ekvivalenc. Po principu prenosa imajo tudi enake hiperrealne resˇitve. Naj bo sedaj
A ⊆ B, kar pomeni, da je vsaka resˇitev enacˇbe χA(x) = 1 tudi resˇitev enacˇbe
χB(x) = 1. Po principu prenosa je tudi vsaka hiperrealna resˇitev enacˇbe χ
∗
A(x) = 1
hiperrealna resˇitev enacˇbe χ∗B(x) = 1.
(3) Mnozˇica Df je mnozˇica vseh realnih resˇitev formule “f(x) je definiran”. Po
trditvi 2.14 je D∗f mnozˇica vseh hiperrealnih resˇitev formule “f
∗(x) je definiran”, to
pa je ravno Df∗ .
Dolocˇimo funkcijo g tako, da za vsako realno sˇtevilo y ∈ Zf izberemo taksˇno realno
sˇtevilo x, da bo veljalo x = g(y) in f(x) = y. Potem je Zf je mnozˇica vseh resˇitev
enacˇbe f(g(y)) = y. Po trditvi 2.14 je Z∗f mnozˇica vseh hiperrealnih resˇitev te
enacˇbe. Velja torej Z∗f ⊆ Zf∗ . Po drugi strani pa vsaka realna resˇitev enacˇbe
f(x) = y vsebuje resˇitev enacˇbe f(g(y)) = y, zato velja Zf∗ ⊆ Z∗f . 
Sedaj, ko poznamo naravne razsˇiritve mnozˇic, lahko zacˇnemo iskati povezave med
topolosˇkimi lastnostmi podmnozˇic realnih sˇtevil in njihovimi naravnimi razsˇiritvami.
Zacˇeli bomo z notranjimi tocˇkami mnozˇice A.
Izrek 2.17. Mnozˇica A ⊆ R vsebuje okolico tocˇke c ∈ R natanko tedaj, ko je
monad(c) podmnozˇica mnozˇice A∗.
Dokaz. Cˇe je (c − r, c + r) ∈ A, za neko pozitivno realno sˇtevilo r, potem je
vsaka realna resˇitev neenacˇbe |c − x| < r vsebovana v mnozˇici A. Po principu
prenosa je tudi vsaka hiperrealna resˇitev neenacˇbe vsebovana v mnozˇici A∗. Zato
je monad(c) ⊂ A∗. Pokazˇimo obratno. Predpostavimo, da mnozˇica A ne vsebuje
nobene realne okolice tocˇke c. Vsaka realna resˇitev neenacˇbe x > 0, je delna resˇitev
sistema formul χA(y) = 0 in |c− y| < x. Naj bo sedaj x1 pozitivno infinitezimalno
sˇtevilo. Ker je x1 hiperrealna resˇitev enacˇbe x > 0, je po izreku o delnih resˇitvah
x1 tudi delna resˇitev sistema formul χ
∗
A(y) = 0 in |c − y| < x. Obstaja torej
y1 ∈ monad(c) in y1 6∈ A∗. 
Iz izreka dobimo posledico, ki povezuje zaprtost realne mnozˇice A z elementi
mnozˇice A∗.
11
Posledica 2.18. Zaprtje podmnozˇice A ⊂ R je enako mnozˇici
{st(x) : x je koncˇno sˇtevilo in x ∈ A∗}.
Dokaz. Naj bo A podmnozˇica realnih sˇtevil. Cˇe velja c ∈ A, potem c ni notranja
tocˇka mnozˇice R\A in zato monad(c) ni podmnozˇica mnozˇice R∗\A∗. Obstaja torej
taksˇno hiperrealno sˇtevilo x ∈ A∗, da je x ≈ c, kar pa pomeni, da je c = st(x) za
neko koncˇno sˇtevilo x ∈ A∗. Cˇe pa velja c /∈ A, je monad(c) podmnozˇica mnozˇice
R∗\A∗ in zato velja st(x) 6= c za vsako sˇtevilo x ∈ A∗. 
Posledica 2.19. Realna funkcija f je definirana na neki okolici tocˇke c natanko
tedaj, ko je hiperrealna funkcija f ∗ definirana v vsaki tocˇki iz monad(c).
Dokaz. Po izrekih 2.16 in 2.17 je monad(c) podmnozˇica Df∗ natanko tedaj, ko je
neka okolica tocˇke c vsebovana v Df . 
Poglejmo sedaj, kaksˇna je povezava med omejenostjo mnozˇice in njeno naravno
razsˇiritvijo.
Izrek 2.20. Podmnozˇica A ⊆ R je omejena natanko tedaj, ko je vsak element
mnozˇice A∗ koncˇno sˇtevilo.
Dokaz. Cˇe je mnozˇica A omejena, potem je vsebovana v nekem intervalu [a, b].
Torej je vsaka realna resˇitev enacˇbe χA(x) = 1 tudi realna resˇitev sistema formul
a ≤ x in x ≤ b. Po principu prenosa je vsako sˇtevilo x1 ∈ A∗ hiperrealna resˇitev
zgornjega sistema formul, torej je x1 koncˇno sˇtevilo. Cˇe je mnozˇica A neomejena,
potem mnozˇica A nima zgornje ali spodnje meje. Brez izgube splosˇnosti lahko
privzamemo, da mnozˇica A nima zgornje meje. Potem je vsako realno sˇtevilo x delna
resˇitev sistema formul x < y in χA(y) = 1. Naj bo sedaj x1 pozitivno in neskoncˇno
hiperrealno sˇtevilo. Po principu prenosa je tudi x1 delna resˇitev zgornjega sistema
formul. Zato obstaja y1, da velja x1 < y1 in χ
∗
A(y1) = 1. Obstaja torej element
mnozˇice A∗, ki je neskoncˇno sˇtevilo. 
2.3.1. Hipercela sˇtevila. V tem razdelku bomo obravnavali hipercela sˇtevila.
Hipercela sˇtevila so naravna razsˇiritev celih sˇtevil. Oznacˇili jih bomo z Z∗. Ker
za vsako realno sˇtevilo x obstaja taksˇno celo sˇtevilo k, da velja k ≤ x < k + 1,
po principu prenosa za vsako hiperrealno sˇtevilo x obstaja taksˇno hipercelo sˇtevilo
k, da velja k ≤ x < k + 1. Cˇe za x vzamemo neskoncˇno sˇtevilo, dobimo za k
neskoncˇno hipercelo sˇtevilo. Poglejmo si sˇe, kako je z aritmetiko hipercelih sˇtevil.
Vsaka realna resˇitev formule χZ(x) · χZ(y) = 1 je tudi resˇitev sistema formul
χZ(x + y) = 1, χZ(x − y) = 1, χZ(xy) = 1, po principu prenosa velja enako tudi
za hiperrealne resˇitve. Kar pa pomeni, da so za hiperceli sˇtevili x in y tudi x + y,
x− y in xy hipercela sˇtevila.
Hipernaravna sˇtevila so naravna razsˇiritev naravnih sˇtevil. Ker so naravna sˇtevila
enaka mnozˇici N = {n ∈ Z : n > 0}, je njihova naravna razsˇiritev enaka mnozˇici
N∗ = {n ∈ Z∗ : n > 0}, od koder sledi, da so hipernaravna sˇtevila natanko vsa
pozitivna hipercela sˇtevila.
Za vsako naravno sˇtevilo k lahko interval [a, b) razdelimo na k podintervalov
dolzˇine δ = b−a
k
, oblike [a + nδ, a + (n + 1)δ) za n = 0, . . . , k − 1. Ker lahko
to naredimo za vsako naravno sˇtevilo, lahko po principu prenosa to storimo tudi
za vsako hipernaravno sˇtevilo. Cˇe je sˇtevilo k neskoncˇno, dobimo intervale z
inifnitezimalno dolzˇino. Te imenujemo infinitezimalni intervali. Razdelitvi na
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infinitezimalne intervale pravimo neskoncˇna razdelitev. Pokazˇimo, da je neskoncˇna
razdelitev res razdelitev. Ker so podintervali ocˇitno disjunktni, moramo dokazati le⋃
0≤n<k
n∈Z∗
[a+ nδ, a+ (n+ 1)δ) = [a, b).
Naj bo x ∈ [a, b) in k ∈ N∗, za hipercelo sˇtevilo h ≥ 0 pa naj velja h ≤ x−a
k
< h+ 1.
Ker velja h < b−a
k
in a + hδ ≤ x < a + (h + 1)δ, je x vsebovan v podintervalu
[a + hδ, a + (h + 1)δ). Podobno lahko naredimo neskoncˇno razdelitev za preostale
tipe intervalov.
3. Limite
Sedaj poznamo osnovne pojme hiperrealnih sˇtevil in lahko zacˇnemo graditi snov
klasicˇne analize. V tem razdelku bomo najprej pokazali definiciji limite v realnih
sˇtevilih in limite v hiperrealnih sˇtevilih ter dokazali, da sta definiciji ekvivalentni.
Nato bomo definicijo iz hiperrealnih sˇtevil uporabili za dokaze izrekov iz klasicˇne
analize.
Intuitivno lahko neformalno definiramo limito funkcije takole: “sˇtevilo C je limita
funkcije f , ko gre x proti a, cˇe je f(x) blizu C, ko je x blizu a”. Ker relacija “blizu”
v realnih sˇtevilih ne obstaja, je limita formalno definirana tako:
Definicija 3.1. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a, razen morda v tocˇki a.
Realno sˇtevilo C je limita funkcije f , ko gre x proti a, cˇe za vsako realno sˇtevilo  > 0
obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da iz |x− a| < δ in x 6= a sledi |f(x)− C| < .
V primeru, da limita obstaja, piˇsemo lim
x→a
f(x) = C. Ker v hiperrealnih sˇtevilih
poznamo relacijo ≈, lahko s pomocˇjo nje dobimo racˇunsko enostavnejˇso definicijo
limite, kar se bo videlo iz dokazov.
Definicija 3.2. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a, razen morda v tocˇki
a. Realno sˇtevilo C je limita funkcije f , ko gre x proti a, cˇe za vsako hiperrealno
sˇtevilo x ≈ a, x 6= a, velja f(x) ≈ C.
Preden zacˇnemo s pomocˇjo nove definicije dokazovati izreke iz klasicˇne analize,
moramo dokazati, da sta definiciji ekvivalentni.
Izrek 3.3. Za realni sˇtevili C in a so naslednje trditve ekvivalentne.
(1) Za vsako hiperrealno sˇtevilo x ≈ a in x 6= a velja f(x) ≈ C.
(2) Obstaja tako hiperrealno sˇtevilo δ > 0, da je f(x) ≈ C, cˇe je |x − a| < δ,
x 6= a in x ∈ R∗.
(3) Za vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da za vsako
realno sˇtevilo x, za katero velja |x− a| < δ in x 6= a, velja |f(x)− C| < .
Dokaz. (1)⇒(2) Cˇe za δ izberemo poljubno pozitivno infinitezimalno sˇtevilo, potem
iz |x− a| < δ sledi x ≈ a.
(2)⇒(3) Recimo, da (3) ne drzˇi. Tedaj obstaja taksˇno realno sˇtevilo  > 0, da je
vsako realno sˇtevilo δ > 0 delna resˇitev sistema formul |x−a| < δ in |f(x)−C| ≥ .
To pomeni, da lahko za vsako realno sˇtevilo δ > 0 najdemo tako realno sˇtevilo x, da
sistem formul drzˇi. Naj bo sedaj δ1 pozitivno hiperrealno sˇtevilo. Po izreku o delnih
resˇitvah obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo x1, da je |x1 − a| < δ1 in f(x1) 6≈ C.
(3)⇒(1) Naj bo realno sˇtevilo  > 0 in realno sˇtevilo δ > 0 izbrano tako, da (3)
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velja. Potem je vsaka realna resˇitev neenacˇbe |x−a| < δ tudi realna resˇitev neenacˇbe
|f(x)−C| < . Po principu prenosa je vsaka hiperrealna resˇitev neenacˇbe |x−a| < δ
tudi hiperrealna resˇitev neenacˇbe |f(x)− C| < . Cˇe je x1 tako hiperrealno sˇtevilo,
da velja x1 ≈ a, potem za vsako realno sˇtevilo δ > 0 velja |x1 − a| < δ, od koder
sledi |f(x1)−C| <  za poljubno realno sˇtevilo  > 0. Po definiciji je f(x1) ≈ C. 
Ne samo da je hiperrealna definicija bolj intuitivna, z njo pridobimo tudi nov
nacˇin za racˇunanje limit.
Trditev 3.4 (Pravilo za racˇunanje limit s standardnimi deli). Realno sˇtevilo C je
limita funkcije f , ko gre x proti a, natanko tedaj, ko velja st(f(x)) = C za vsako
sˇtevilo x ≈ a in x 6= a.
Dokaz je ocˇiten, saj cˇe velja st(f(x)) = C, potem velja f(x) ≈ C. Na primeru si
oglejmo, kako lahko racˇunamo limite s pomocˇjo standardnih delov.
Primer 3.5. Izracˇunajmo limx→1 x
2−1
x−1 z uporabo nestandardne analize. Vzemimo
taksˇno hiperrealno sˇtevilo x, da velja x ≈ 1 in x 6= 1. Tedaj obstaja tak infinitezimal
, da je x = 1 + . Ker je
st
(
(1 + )2 − 1
(1 + )− 1
)
= st
(
1 + 2+ 2 − 1

)
= st
(
2+ 2

)
= st(2 + ) = 2,
je limx→1 x
2−1
x−1 = 2. ♦
Vcˇasih nas zanima, kaj se dogaja z limito funkcije v kaksˇnih posebnih tocˇkah
(robne tocˇke intervala...), oziroma na kaksˇni posebni podmnozˇici A ⊂ R. Pridemo
do naslednje definicije.
Definicija 3.6. Naj bo funkcija f definirana na mnozˇici A ⊂ R. Realno sˇtevilo C
je limita funkcije f , ko gre x proti a v mnozˇici A, cˇe za vsako sˇtevilo x ∈ A∗, za
katero velja x ≈ a in x 6= a, velja f(x) ≈ C.
Cˇe taka limita obstaja, piˇsemo lim
x→a,
x∈A
f(x) = C. Najpomembnejˇsa primera sta leva
in desna limita, ko gre x proti a, ki sta definirani kot
lim
x→a−
f(x) = lim
x→a,
x<a
f(x) in lim
x→a+
f(x) = lim
x→a,
x>a
f(x).
Naslednja posledica izhaja direktno iz definicij, saj velja
{x | x < a, x ∈ Df} ∪ {x | x > a, x ∈ Df} = Df\{a}.
Posledica 3.7. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a, razen morda v tocˇki
a. Tedaj lim
x→a
f(x) obstaja natanko tedaj, ko obstajata leva in desna limita funkcije
f , ko gre x proti a, in sta enaki.
Poglejmo sˇe pravila za racˇunanje z limitami.
Izrek 3.8. Naj bosta a in c realni sˇtevili, f in g realni funkciji in naj obstajata limiti
lim
x→a
f(x) in lim
x→a
g(x). Potem velja
(1) lim
x→a
(cf)(x) = c lim
x→a
f(x),
(2) lim
x→a
(f(x) + g(x)) = lim
x→a
f(x) + lim
x→a
g(x),
(3) lim
x→a
(f(x)g(x)) = lim
x→a
f(x) · lim
x→a
g(x),
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(4) lim
x→a
f(x)
g(x)
=
lim
x→a f(x)
lim
x→a g(x)
, cˇe lim
x→a
g(x) 6= 0.
Izrek bomo dokazali s pomocˇjo trditvije 3.4. Ker so dokazi (1)-(4) zelo podobni,
bomo dokazali le (3).
Dokaz. Izberimo taksˇno hiperrealno sˇtevilo x, da je x ≈ a in x 6= a. Potem iz pravila
za racˇunanje limit s pomocˇjo standardnih delov sledi
lim
x→a
(f(x)g(x)) = st(f(x)g(x)) = st(f(x)) st(g(x)) = lim
x→a
f(x) · lim
x→a
g(x). 
Za konec poglavja bomo pokazali sˇe realne in hipperrealne definicije limit v
neskoncˇnosti in neskoncˇnih limit.
Definicija 3.9. Realno sˇtevilo C je limita funkcije f , ko gre x cˇez vse meje, cˇe za
vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo N , da za vsako realno sˇtevilo
x > N velja |f(x)− C| < .
Definicija 3.10. Realno sˇtevilo C je limita funkcije f , ko gre x cˇez vse pozitivne
realne meje, cˇe za vsako pozitivno in neskoncˇno sˇtevilo x velja f(x) ≈ C.
Ekvivalentnost definicij nam poda naslednji izrek.
Izrek 3.11. Za realno sˇtevilo C so naslednje izjave ekvivalentne.
(1) Za vsako pozitivno in neskoncˇno sˇtevilo x velja f(x) ≈ C.
(2) Obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo N , da za vsako hiperrealno sˇtevilo x > N
velja f(x) ≈ C.
(3) Za vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo N , da za vsako
realno sˇtevilo x > N , velja |f(x)− C| < .
Dokaz. (1)⇒(2) Cˇe za N vzamemo pozitivno neskoncˇno sˇtevilo, je mnozˇica resˇitev
neenacˇbe x > N podmnozˇica vseh pozitivnih neskoncˇnih sˇtevil.
(2)⇒(3) Recimo, da (3) ne drzˇi. Tedaj obstaja tako realno sˇtevilo  > 0, da je vsako
pozitivno realno sˇtevilo N delna resˇitev sistema formul x > N in |f(x)−C| ≥ . To
pomeni, da lahko za vsako pozitivno realno sˇtevilo N najdemo tako realno sˇtevilo
x, da sistem formul drzˇi. Naj bo sedaj N1 hiperrealno sˇtevilo. Po izreku o delnih
resˇitvah obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo x1, da je x1 > N1 in f(x1) 6≈ C.
(3)⇒(1) Naj bo realno sˇtevilo  > 0 in realno sˇtevilo N izbrano tako, da (3)
velja. Potem je vsaka realna resˇitev neenacˇbe x > N tudi realna resˇitev neenacˇbe
|f(x) − C| < . Po principu prenosa je vsaka hiperrealna resˇitev neenacˇbe x > N
tudi hiperrealna resˇitev neenacˇbe |f(x)−C| < . Naj bo x1 pozitivno in neskoncˇno
sˇtevilo. Ker za vsako realno sˇtevilo N velja x1 > N , velja tudi |f(x1) − C| <  za
poljubno realno sˇtevilo  > 0. Po definiciji je f(x1) ≈ C. 
Definicija 3.12. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a, razen morda v tocˇki
a. Limita funkcije f , ko gre x proti a, je enaka ∞, cˇe za vsako realno sˇtevilo N
obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da za vsako realno sˇtevilo x, za katero velja
|x− a| < δ, velja f(x) > N .
Definicija 3.13. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a, razen morda v tocˇki
a. Limita funkcije f , ko gre x proti a, je enaka ∞, cˇe je za vsako sˇtevilo x ≈ a,
sˇtevilo f(x) pozitivno in neskoncˇno sˇtevilo.
Podajmo sˇe izrek, ki pravi, da sta hiperrealna in realna definicija limite v
neskoncˇnosti ekvivalentni. Izreka dokazali ne bomo, saj je dokaz podoben dokazu
izreka 3.11.
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Izrek 3.14. Za realno sˇtevilo a so naslednje trditve ekvivalentne.
(1) Za vsako hiperrealno sˇtevilo x ≈ a je f(x) pozitivno neskocˇno sˇtevilo.
(2) Obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo δ > 0, da je za vsako hiperrealno sˇtevilo
x, za katero velja |x− a| < δ in x 6= a, sˇtevilo f(x) pozitivno in neskoncˇno.
(3) Za vsako realno sˇtevilo N obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da za vsako
realno sˇtevilo x, za katero velja |x− a| < δ, velja f(x) > N .
Podobno lahko v hiperrealnih sˇtevilih definiramo tudi pojme
lim
x→a+
f(x) =∞, lim
x→a
f(x) = −∞,
lim
x→−∞
f(x) = C, lim
x→−∞
f(x) = −∞ . . .
Ker se ti pojmi definirajo na podoben nacˇin kot v definiciji 3.10, se pripadajocˇi izreki
za ekvivalenco hiperrealnih in realnih definiciji formulirajo na podoben nacˇin, zato
jih bomo izpustili.
4. Zveznost
V tem razdelku bomo pokazali realno in hiperrealno definicijo zveznosti in
dokazali, da sta ekvivalentni. Nato bomo hiperrealno definicijo uporabili za
dokazovanje izrekov iz klasicˇne analize. Intuitivno lahko definicijo zveznosti
razumemo na naslednji nacˇin: “funkcija f je zvezna v tocˇki a, cˇe je v tocˇki a
definirana in je za vsak x, ki je blizu a, f(x) blizu f(a)”. Ker relacije “blizu” v
realnih sˇtevilih ne poznamo, je definicija zveznosti podana takole.
Definicija 4.1. Funkcija f je zvezna v tocˇki a, cˇe je v tocˇki a definirana in za vsako
realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da velja |f(x) − f(a)| < ,
cˇim je |x− a| < δ.
V hiperrealnih sˇtevilih pa poznamo relacijo ≈ in z njeno pomocˇjo lahko zveznost
definiramo takole.
Definicija 4.2. Funkcija f je zvezna v tocˇki a, cˇe je v tocˇki a definirana in za vsako
sˇtevilo x ≈ a velja f(x) ≈ f(a).
Da sta definiciji ekvivalentni, bomo pokazali z naslednjim izrekom.
Izrek 4.3. Naslednje trditve so ekvivalentne.
(1) Cˇe je x ≈ a, potem je f(x) ≈ f(a).
(2) Obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo δ > 0, da za vsako hiperrealno sˇtevilo x,
za katero velja |x− a| < δ, velja f(x) ≈ f(a).
(3) Za vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da za vsako
realno sˇtevilo x, za katero velja |x− a| < δ, velja |f(x)− f(a)| < .
Dokaz. (1)⇒(2) Cˇe za δ izberemo poljubno pozitivno infinitezimalno sˇtevilo, potem
iz |x− a| < δ sledi x ≈ a.
(2)⇒(3) Recimo, da (3) ne drzˇi. Tedaj obstaja tako realno sˇtevilo  > 0, da je vsako
realno sˇtevilo δ > 0 delna resˇitev sistema formul |x − a| < δ in |f(x) − f(a)| ≥ .
To pomeni, da lahko za vsako realno sˇtevilo δ najdemo tako realno sˇtevilo x, da
sistem formul drzˇi. Naj bo sedaj δ1 pozitivno hiperrealno sˇtevilo. Po izreku o delnih
resˇitvah obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo x1, da je |x1 − a| < δ1 in f(x1) 6≈ f(a).
(3)⇒(1) Naj bo realno sˇtevilo  > 0 in realno sˇtevilo δ izbrano tako, da (3) velja.
Potem je vsaka realna resˇitev neenacˇbe |x − a| < δ tudi realna resˇitev neenacˇbe
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|f(x) − f(a)| < . Po principu prenosa je vsaka hiperrealna resˇitev neenacˇbe
|x− a| < δ tudi hiperrealna resˇitev neenacˇbe |f(x)− f(a)| < . Naj za hiperrealno
sˇtevilo x1 velja x1 ≈ a. Ker za vsako realno sˇtevilo δ > 0 velja |x1 − a| < δ, velja
|f(x1)−f(a)| <  za poljubno realno sˇtevilo  > 0. Po definiciji je f(x1) ≈ f(a). 
Opazimo lahko, da je bil dokaz zelo podoben dokazu izreka 3.3, od koder lahko
sklepamo, da sta limita in zveznost tesno povezani. Oglejmo si kako.
Posledica 4.4. Naj bo funkcija f definirana v neki okolici tocˇke a. Funkcija f je v
tocˇki a zvezna natanko tedaj, ko velja lim
x→a
f(x) = f(a).
Dokaz. Za funkcijo f velja limx→a f(x) = f(a) natanko tedaj, ko za vsako
hiperrealno sˇtevilo x ≈ a velja f(x) ≈ f(a). To pa je ravno definicija zveznosti. 
Posledica 4.5. Naj bo f zvezna funkcija v tocˇki a. Cˇe velja x ≈ a, potem velja
st(f(x)) = f(a) = f(st(x)).
Dokaz. Sledi iz posledice 4.4 in pravila za racˇunanje limit s standardnimi deli. 
Poglejmo si sˇe, kako se ohranja zveznost pri racˇunanju s funkcijami.
Izrek 4.6. Naj bosta f in g zvezni funkciji v tocˇki a. Potem so tudi funkcije f + g,
f · g in f
g
(cˇe g(a) 6= 0) zvezne v tocˇki a.
Dokaz. S pomocˇjo posledice 4.5 dokazˇimo, da je f+g zvezna funkcija v tocˇki a. Naj
bo x ≈ a. Ker za zvezni funkciji f in g v tocˇki a velja st(f(x)) = f(a) in st(g(x)) =
g(a), po izreku 2.13 velja tudi
st(f(x) + g(x)) = st(f(x)) + st(g(x)) = f(a) + g(a).
Ker so ostali dokazi podobni, jih izpustimo. 
Zveznost se ohranja tudi pri komponiranju funkcij.
Izrek 4.7. Naj bo funkcija f zvezna v tocˇki a, funkcija g pa zvezna v tocˇki f(a).
Potem je funkcija g ◦ f zvezna v tocˇki a.
Dokaz. Ker je funkcija f zvezna v tocˇki a, iz x ≈ a sledi f(x) ≈ f(a). Ker pa je
funkcija g zvezna v tocˇki f(a), iz f(x) ≈ f(a) sledi
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) ≈ g(f(a)) = (g ◦ f)(a). 
Oglejmo si sedaj sˇe realne in hiperrealne definicije zveznosti in enakomerne
zveznosti na mnozˇici A. Zacˇnimo z zveznostjo na mnozˇici A.
Definicija 4.8. Naj bo A ⊆ Df . Funkcija f je zvezna na mnozˇici A, cˇe je zvezna v
vseh tocˇkah mnozˇice A.
Definicija 4.9. Naj bo A ⊆ Df . Funkcija f je zvezna na mnozˇici A, cˇe za vsaki
sˇtevili a in x, za kateri velja a ∈ A, x ≈ a in x ∈ A∗, velja f(x) ≈ f(a).
Definiciji sta ocˇitno ekvivalentni, saj v hiperrealni definiciji nastopa ravno pogoj,
da je funkcija zvezna v vsaki tocˇki mnozˇice A. Poglejmo si sˇe definicijo enakomerne
zveznosti na mnozˇici A.
Definicija 4.10. Naj bo A ⊆ Df . Funkcija f je enakomerno zvezna na mnozˇici
A, cˇe za vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da velja
|f(x)− f(y)| <  za vsaki sˇtevili x, y ∈ A, za kateri velja |x− y| < δ.
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Definicija 4.11. Naj bo A ⊆ Df . Funkcija f je enakomerno zvezna na mnozˇici A,
cˇe za vsaki sˇtevili a in x, za kateri velja a, x ∈ A∗ in x ≈ a, velja f(x) ≈ f(a).
Naslednji izrek nam poda ekvivalenco hiperrealne in realne definicije enakomerne
zveznosti.
Izrek 4.12. Za funkcijo f definirano na mnozˇici A ⊆ R so naslednje trditve
ekvivalentne.
(1) Za vsaki sˇtevili x, y ∈ A∗, za kateri velja x ≈ y, velja f(x) ≈ f(y).
(2) Obstaja taksˇno hiperrealno sˇtevilo δ > 0, da za vsaki sˇtevili x, y ∈ A∗, za
kateri velja |x− y| < δ, velja f(x) ≈ f(y).
(3) Za vsako realno sˇtevilo  > 0 obstaja taksˇno realno sˇtevilo δ > 0, da za vsaki
sˇtevili x, y ∈ A, za kateri velja |x− y| < δ, velja |f(x)− f(y)| < .
Dokaz.
(1)⇒(2) Cˇe za δ izberemo poljubno pozitivno infinitezimalno sˇtevilo, potem iz
|x− a| < δ sledi x ≈ a.
(2)⇒(3) Naj obstaja taksˇno realno sˇtevilo  > 0, da (3) ne velja. Potem je vsako
realno sˇtevilo δ > 0 delna resˇitev sistema formul χA(x) · χA(y) = 1, |x − y| < δ in
|f(x)− f(y)| ≥ . Naj bo sedaj δ1 pozitivno hiperrealno sˇtevilo. Po izreku o delnih
resˇitvah obstajata taki hiperrealni sˇtevili x1 in y1, da zgornji sistem formul drzˇi. Iz
|x1 − y1| < δ1 in f(x1) 6≈ f(y1) sledi, da ne obstaja tako hiperrealno sˇtevilo δ > 0,
da bi (2) drzˇala.
(3)⇒(1) Naj bosta realni sˇtevili , δ > 0 izbrani tako, da ustrezata (3). Potem je
vsaka realna resˇitev neenacˇbe |x−y| < δ tudi realna resˇitev neenacˇbe |f(x)−f(y)| <
. Po principu prenosa je tudi vsaka hiperrealna resˇitev neenacˇbe |x − y| < δ
hiperrealna resˇitev neenacˇbe |f(x) − f(y)| < . Naj bosta x1 in y1 taki hiperrealni
sˇtevili, da velja x1 ≈ y1. Ker za vsako realno sˇtevilo δ > 0 velja |x1 − y1| < δ,
za poljubno realno sˇtevilo  > 0 velja |f(x1) − f(y1)| < . Po definiciji je
f(x1) ≈ f(y1). 
Ker je A ⊆ A∗, je vsaka enakomerno zvezna funkcija na mnozˇici A tudi zvezna
na mnozˇici A. Spomnimo se sedaj, da je mnozˇica realnih sˇtevil kompaktna natanko
tedaj, ko je zaprta in omejena. Iz posledice 2.18 in izreka 2.20 sledi, da je mnozˇica
A kompaktna natanko tedaj, ko je vsako sˇtevilo x ∈ A∗ koncˇno in st(x) ∈ A. To
dejstvo bomo uporabili za dokaz naslednjega izreka.
Izrek 4.13. Naj bo A kompaktna podmnozˇica realnih sˇtevil. Cˇe je funkcija f zvezna
na mnozˇici A, potem je funkcija f na mnozˇici A tudi enakomerno zvezna.
Dokaz. Naj bosta x, y ∈ A∗ taksˇna, da velja x ≈ y. Ker je mnozˇica A kompaktna,
sta x in y koncˇna in njun standardni del c je element mnozˇice A. Ker je funkcija f
na mnozˇici A zvezna, velja f(x) ≈ f(c) in f(y) ≈ f(c), od koder sledi f(x) ≈ f(y).
Sedaj uporabimo izrek 4.12. 
Ta dokaz je bolj eleganten od dokaza iz klasicˇne analize. S pomocˇjo hipernaravnih
sˇtevil, bomo dokazali naslednji izrek.
Izrek 4.14 (o vmesni vrednosti). Cˇe je funkcija f zvezna na intervalu [a, b], potem
funkcija f na intervalu [a, b] zavzame vse vrednosti med f(a) in f(b).
Za dokaz izreka, bomo potrebovali naslednjo lemo.
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Lema 4.15. Naj bo funkcija f zvezna na interavlu [a, b], n naravno sˇtevilo in
δ = b−a
n
. Cˇe interval [a, b] razdelimo na podintervale oblike [a + kδ, a + (k + 1)δ],
za k = 0, . . . , n − 1, in oznacˇimo mk = min{f(a + kδ), f(a + (k + 1)δ)} ter
Mk = max{f(a+ kδ), f(a+ (k + 1)δ)}, potem velja
[min{f(a), f(b)},max{f(a), f(b)}] ⊆
n−1⋃
k=0
[mk,Mk].
Dokaz. Brez izgube splosˇnosti lahko predpostavimo f(a) ≤ f(b). Potem velja
m0 ≤ f(a) ≤ f(b) ≤ Mn−1. Ker pa velja [mk,Mk] ∪ [mk+1,Mk+1] =
[min{mk,mk+1},max{Mk,Mk+1}], je
n−1⋃
k=0
[mk,Mk] = [min{m0, . . . ,mn−1},max{M0, . . . ,Mn−1}] ⊇ [f(a), f(b)].

Dokaz izreka 4.14. Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [a, b]. Brez izgube
splosˇnosti lahko predpostavimo f(a) ≤ f(b). Naj bo y ∈ [f(a), f(b)]. Dokazati
zˇelimo, da obstaja taksˇno realno sˇtevilo c ∈ [a, b], da velja f(c) = y. Za naravno
sˇtevilo n razdelimo interval [a, b] na podintervale [a+kδ, a+(k+1)δ], kjer je δ = b−a
n
in k = 0, . . . , n− 1. Iz leme 4.15 sledi, da mora biti sˇtevilo y vsebovano v vsaj enem
izmed intervalov oblike
[min{f(a+ k1δ), f(a+ (k1 + 1)δ)},max{f(a+ k1δ), f(a+ (k1 + 1)δ)}].
Naj bo sedaj n1 pozitivno neskoncˇno hipercelo sˇtevilo, δ1 =
b−a
n1
in k1 = 0, . . . n1−1.
Oznacˇimo mk1 = min{f(a+k1δ), f(a+(k1 +1)δ)} ter Mk1 = max{f(a+k1δ), f(a+
(k1 + 1)δ)}. Po principu prenosa je sˇtevilo y vsebovano v vsaj enem intervalu
oblike [mk1 ,Mk1 ]. Naj to velja za interval [mt,Mt]. Pokazˇimo, da za sˇtevilo
c = st(a+tδ1) = st(a+(t+1)δ1) velja f(c) = y in c ∈ [a, b]. Ker velja a ≤ a+tδ1 ≤ b,
je st(a) = a ≤ c ≤ b = st(b), od koder sledi c ∈ [a, b]. Brez izgube splosˇnosti lahko
predpostavimo, da velja [mt,Mt] = [f(a + tδ1), f(a + (t + 1)δ1)]. Iz posledice 4.5
potem sledi
f(c) = st(f(a+ tδ1)) ≤ y in f(c) = st(f(a+ (t+ 1)δ1)) ≥ y.
Zato je f(c) = y. 
Funkcija f ima maksimum v tocˇki c, cˇe velja f(c) ≥ f(x) za vsako sˇtevilo
x ∈ Df . Cˇe ima funkcija f v tocˇki c maksimum, potem ima tudi njena naravna
razsˇiritev f ∗ maksimum v tocˇki c. Za funkcijo f namrecˇ velja, da je f(c) ≥ f(x)
za vsako sˇtevilo x ∈ Df , od koder po principu prenosa potem sledi f ∗(c) ≥ f ∗(x)
za vsako sˇtevilo x ∈ Df∗ . Funkcija f ima v tocˇki c lokalni maksimum, cˇe velja
f(c) ≥ f(x) za vsako sˇtevilo x iz neke okolice tocˇke c. Poglejmo si sedaj mnozˇico
A := {x ∈ Df : f(c) ≥ f(x)}. Iz izreka 2.17 sledi, da je monad(c) ⊂ A∗ natanko
tedaj, ko je neka okolica tocˇke c vsebovana v mnozˇici A. Kar pomeni, da ima
funkcija f lokalni maksimum v tocˇki c natanko tedaj, ko za vsako sˇtevilo x ≈ c velja
f(c) ≥ f(x). Podobno velja tudi za minimum in lokalni minimum.
Izrek 4.16. Zvezna funkcija na zaprtem intervalu dosezˇe minimum in maksimum.
Dokaz. Dokazali bomo, da zvezna funkcija f na zaprtem intervalu [a, b] dosezˇe
maksimum. Ker je dokaz za minimum podoben, ga bomo izpustili. Cˇe je a = b,
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je f(a) maksimum in je dokaz zakljucˇen. Naj bo torej a < b, n naravno sˇtevilo
in δ = b−a
n
. Razdelimo interval [a, b] na podintervale [a + kδ, a + (k + 1)δ], za
k = 0, . . . , n − 1. Potem obstaja taksˇno hipercelo sˇtevilo m, za katero velja
0 ≤ m ≤ n, da je f(a + mδ) ≥ f(a + kδ) za vsako celo sˇtevilo k, za katero velja
0 ≤ k ≤ n.
Naj bo sedaj n1 neskoncˇno hipernaravno sˇtevilo in δ1 =
b−a
n1
. Po principu
prenosa obstaja taksˇno hipercelo sˇtevilo m1, za katero velja 0 ≤ m1 ≤ n1, da je
f(a+m1δ1) ≥ f(a+k1δ1), za vsako hipercelo sˇtevilo k1, za katero velja 0 ≤ k1 ≤ n1.
Dokazˇimo, da je c = st(a+m1δ1) maksimum funkcije f na intervalu [a, b]. Ker velja
a ≤ a + m1δ1 ≤ b, je st(a) = a ≤ c ≤ b = st(b), od koder sledi c ∈ [a, b]. Ker je
funkcija f na intervalu [a, b] zvezna, po posledici 4.5 velja
st(f(a+m1δ1)) = f(st(a+m1δ1)) = f(c) ≥ st(f(a+ k1δ1)) = f(st(a+ k1δ1)).
Ker je vsako realno sˇtevilo x ∈ [a, b] vsebovano v enem od infinitezimalnih
podintervalov oblike [a+ k1δ1, a+ (k1 + 1)δ1], je
⋃
k1≤n1 st(a+ k1δ1) = [a, b]. Ker za
vsako hipercelo sˇtevilo k1, za katero velja 0 ≤ k1 ≤ n1, velja f(c) ≥ f(st(a + kδ1)),
je f(c) ≥ f(x) za vsako realno sˇtevilo x ∈ [a, b]. 
5. Odvod
V tem razdelku bomo najprej pokazali realno in hiperrealno definicijo odvoda
in nato pokazali, da sta definiciji ekvivalentni. Skozi razdelek bomo s pomocˇjo
hiperrealne definicije dokazovali izreke iz klasicˇne analize. V prvem delu bomo
izpeljali pravilo za odvod produkta funkcij in verizˇno pravilo. Nato bomo pokazali,
da so lokalni ekstremi odvedljive funkcije stacionarne tocˇke. Nadaljevali bomo z
Rollejevim, Cauchyjevim in Lagrangejevim izrekom in pokazali, da veljajo tudi za
hiperrealna sˇtevila. Za konec pa bomo pokazali sˇe l’Hospitalovi pravili in jih dokazali
s pomocˇjo predhodnih izrekov.
Odvod funkcije f v tocˇki a lahko intuitivno definiramo kot smerni koeficient
tangente na graf funkcije f v tocˇki (a, f(a)). Oznacˇimo z ∆x spremembo
spremenljivke x. Smerni koeficient tangente na graf funkcije f v tocˇki (a, f(a))
dobimo tako, da gledamo, kateremu sˇtevilu se priblizˇuje smerni koeficient premice
skozi tocˇki (a, f(a)) in (a + ∆x, f(a + ∆x)), ko se ∆x priblizˇuje sˇtevilu 0. Ker
je smerni koeficient premice skozi tocˇki (a, f(a)) in (a + ∆x, f(a + ∆x)) enak
f(a+∆x)−f(a)
∆x
, je odvod v klasicˇni analizi definiran takole.
Definicija 5.1. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a. Odvod funkcije f v
tocˇki a je enak limiti
lim
∆x→0
f(a+ ∆x)− f(a)
∆x
,
cˇe ta limita obstaja. V primeru, ko ta limita obstaja, pravimo da je funkcija f v
tocˇki a odvedljiva in jo oznacˇimo z f ′(a).
Pri hiperrealni definiciji lahko na koncept limite pozabimo in odvod definiramo
takole.
Definicija 5.2. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocˇke a. Realno sˇtevilo N je
odvod funkcije f v tocˇki a, cˇe velja
N = st
(
f(a+ ∆x)− f(a)
∆x
)
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za vsako nenicˇelno infinitezimalno sˇtevilo ∆x. Cˇe taksˇno sˇtevilo N obstaja, pravimo,
da je funkcija f v tocˇki a odvedljiva in ga oznacˇimo z f ′(a).
Ekvivalenca zgornjih dveh definicij direktno sledi iz posledice 3.4. Levi in
desni odvod lahko v hiperrealnih sˇtevilih definiramo tako, da namesto pogoja
“vsako nenicˇelno infininitezimalno sˇtevilo ∆x” piˇsemo “vsako negativno/pozitivno
infinitezimalno sˇtevilo ∆x.”
Naj bo funkcija f odvedljiva na mnozˇici D ⊆ Df , kar pomeni, da je odvedljiva v
vsaki tocˇki iz mnozˇice D. Funkcijo x 7→ f ′(x), definirano na mnozˇici D, imenujemo
odvod funkcije f in jo oznacˇimo z f ′. Cˇe je D = Df in je funkcija f ′ na mnozˇici Df
zvezna, je funkcija f zvezno odvedljiva.
Iz hiperrealne definicije je ocˇitno, da je funkcija f odvedljiva v tocˇki a natanko
tedaj, ko je funkcija f definirana za vsako sˇtevilo x ≈ a in ko je kvocient f(a+∆x)−f(a)
∆x
koncˇno sˇtevilo z enakim standardni delom za vsako nenicˇelno infinitezimalno sˇtevilo
∆x. Hitro se opazi, da iz odvedljivosti funkcije sledi zveznost funkcije. Cˇe ∆x
v hiperrealni definiciji zamenjamo z x − a in vzamemo kot dejstvo, da mora biti
kvocient f(x)−f(a)
x−a koncˇno sˇtevilo, dobimo, da mora biti f(x) − f(a) infinitezimalno
sˇtevilo brzˇ, ko je x− a infinitezimalno sˇtevilo.
Za bolj eleganten izgled izrekov in posledic, ki sˇe pridejo, bomo uvedli naslednji
zapis. Za nenicˇelno infinitezimalno sˇtevilo ∆x in y = f(x) vpeljemo ∆y =
f(x + ∆x) − f(x). S takim zapisom lahko odvod funkcije f v tocˇki x zapiˇsemo
kot f ′(x) = st(∆y
∆x
). Z dy oznacˇimo diferencial spremenljivke y, njegovo odvisnost
od spremenljivke x in njene spremembe ∆x pa podamo z enacˇbo dy = f ′(x)∆x.
Diferencial dy torej obstaja le, cˇe obstaja f ′(x). Ker je x′ = 1, je dx = ∆x. Tako
lahko sedaj piˇsemo f ′(x) = dy
dx
. Naslednja trditev povezˇe spremembo spremenljivke
y z njenim diferencialom.
Trditev 5.3. Naj bo funkcija f odvedljiva v okolici tocˇke x. Potem za y = f(x) in
nenicˇelno infinitezimalno sˇtevilo ∆x velja
∆y = f ′(x)∆x+ ∆x = dy + ∆x
za neko infinitezimalno sˇtevilo .
Dokaz. Definiramo  = ∆y
∆x
− f ′(x). Cˇe zvezo  ≈ 0 pomnozˇimo z ∆x, dobimo
∆x = ∆y − f ′(x)∆x. 
Poglejmo si sedaj pravila za racˇunanje z odvodi.
Izrek 5.4. Za odvedljivi funkciji u = u(x) in v = v(x) v tocˇki x0 veljajo naslednje
trditve.
(1) d(u+v)
dx
= du
dx
+ dv
dx
,
(2) d(cu)
dx
= cdu
dx
,
(3) d(uv)
dx
= v du
dx
+ u dv
dx
,
(4) d(u/v)
dx
= v(du/dx)−u(dv/dx)
v2
, cˇe v(x0) 6= 0.
Dokazali bomo le pravilo za odvod produkta funkcij, saj so ostali dokazi podobni.
Dokaz. Naj bo y = uv. Razpiˇsemo
∆y = (u+ ∆u)(v + ∆v)− uv = u∆v + v∆u+ ∆u∆v
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in delimo z ∆x, da dobimo
∆y
∆x
=
u∆v
∆x
+
v∆u
∆x
+
∆u∆v
∆x
.
Po pravilih o racˇunanju s standardnimi deli dobimo
st
(
∆y
∆x
)
= st
(
u∆v
∆x
+
v∆u
∆x
+
∆u∆v
∆x
)
= u st
(
∆v
∆x
)
+ v st
(
∆u
∆x
)
+ 0 · st
(
∆v
∆x
)
,
od koder sledi
dy
dx
= u
dv
dx
+ v
du
dx
. 
Pokazˇimo sedaj sˇe verizˇno pravilo za odvod kompozituma funkcij g ◦ f . Videli
bomo, da je dokaz precej lazˇji kot tisti iz klasicˇne analize.
Izrek 5.5 (Verizˇno pravilo). Naj bo funkcija f odvedljiva v tocˇki x, funkcija g pa v
tocˇki f(x). Za njun kompozitum g ◦ f velja
(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x).
Dokaz. Naj bo t = f(x) in y = g(t), ∆t pa naj oznacˇuje nenicˇelno infinitezimalno
sˇtevilo. Po trditvi 5.3 je ∆t infinitezimalno sˇtevilo in za y = g(x) velja
∆y = g′(t)∆t+ ∆t.
Cˇe delimo z ∆x, dobimo
∆y
∆x
= g′(t)
∆t
∆x
+ 
∆t
∆x
.
Ko izracˇunamo sˇe standardni del
st
(
∆y
∆t
)
= g′(x) st
(
∆x
∆t
)
+ 0 · st
(
∆x
∆t
)
,
dobimo
(g(f(x)))′ = g′(f(x))f ′(x). 
Ta dokaz je veliko bolj naraven kot tisti, do katerega pridemo brez uporabe
infinitezimalnih sˇtevil. Naj bo f : (a, b) → R odvedljiva funkcija. Cˇe za tocˇko
x ∈ (a, b) velja f ′(x) = 0, potem je x stacionarna tocˇka funkcije f .
Izrek 5.6. Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu [a, b]. Cˇe ima funkcija f v tocˇki
c ∈ (a, b) maksimum ali minimum, potem je tocˇka c stacionarna tocˇka funkcije f .
Dokaz. Cˇe ima odvedljiva funkcija f na intervalu [a, b] maksimum v tocˇki c, potem
za vsako pozitivno infinitezimalno sˇtevilo ∆x velja f(c−∆x) ≤ f(c) in f(c+∆x) ≤
f(c). Odsˇtejemo f(c), da dobimo f(c − ∆x) − f(c) ≤ 0 in f(c + ∆x) − f(c) ≤ 0.
Delimo z ∆x ter vzamemo standardne dele, da dobimo
f ′(c) = st
(
f(c−∆x)− f(c)
−∆x
)
≤ st(0) ≤ st
(
f(c+ ∆x)− f(c)
∆x
)
= f ′(c),
od koder sledi f ′(c) = 0. 
Spomnimo se sedaj Rollejevega in Cauchyjevega izreka v realnih sˇtevilih.
Izrek 5.7 (Rolle). Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [a, b], odvedljiva pa na
intervalu (a,b). Cˇe za funkcijo f velja f(a) = f(b) = 0, potem obstaja taksˇno sˇtevilo
c ∈ (a, b), da velja f ′(c) = 0.
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Izrek 5.8 (Cauchy). Naj bosta funkciji f in g zvezni na intervalu [a, b], odvedljivi
pa na intervalu (a, b). Cˇe je g′(x) 6= 0 za vsako sˇtevilo x ∈ (a, b), potem obstaja
taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (a, b), da velja f ′(ξ)
g′(ξ) =
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .
V primeru, ko je g identicˇna funkcija, dobimo Lagrangejev izrek. Zgornji izreki
veljajo v realnih sˇtevilih, lahko pa jih tudi razsˇirimo na hiperrealna sˇtevila. Preden
to storimo, omenimo, da se v definiciji 5.2 ne omejimo samo na realne tocˇke, zato
je odvedljivost funkcije definirana tudi v hiperrealnih sˇtevilih. Pokazali bomo le
razsˇiritev Cauchyjevega izreka, saj potem hiperrealni Rollejev in Lagrangejev izrek
sledita iz njega.
Izrek 5.9 (hiperrealni Cauchyjev izrek). Naj bosta funkciji f in g zvezni na intervalu
[a, b]∗, odvedljivi pa na intervalu (a, b)∗. Cˇe je g′(x) 6= 0 za vsako sˇtevilo x ∈ (a, b)∗,
potem obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (a, b)∗, da je f ′(ξ)
g′(ξ) =
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .
Dokaz. Po realnem Cauchyjevem izreku za vsaki realni sˇtevili x, y ∈ (a, b), x < y,
obstaja taksˇno realno sˇtevilo ξ ∈ (x, y), da velja f ′(ξ)
g′(ξ) =
f(y)−f(x)
g(y)−g(x) . Torej je vsaka
resˇitev sistema formul χ(a,b)(x) · χ(a,b)(y) = 1, x < y delna resˇitev sistema formul
x < ξ < y, f
′(ξ)
g′(ξ) =
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) . Po izreku o delnih resˇitvah je tudi vsaka hiperrealna
resˇitev sistema formul χ(a,b)∗(x) · χ(a,b)∗(y) = 1, x < y, delna resˇitev sistema formul
x < ξ < y, f
′(ξ)
g′(ξ) =
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) . Zato obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (x, y)∗, da velja
f ′(ξ)
g′(ξ) =
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) . 
Cˇe za funkcijo g v hiperrealnem Cauchyjevem izreku vzamemo kar identicˇno
funkcijo g : x 7→ x, dobimo hiperrealni Lagrangejev izrek o povprecˇni vrednosti.
Izrek 5.10 (hiperrealni Lagrangejev izrek). Naj bo funkcija f zvezna na intervalu
[a, b]∗, odvedljiva pa na intervalu (a, b)∗. Potem obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (a, b)∗, da
velja f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .
S pomocˇjo hiperrealnega Langrangejevega izreka o povprecˇni vrednosti bomo
dokazali naslednji izrek.
Izrek 5.11. Naj bo funkcija f dvakrat odvedljiva v tocˇki c in naj velja f ′(c) = 0.
Cˇe velja f ′′(c) < 0, potem ima funkcija f v tocˇki c lokalni maksimum. Cˇe pa velja
f ′′(c) > 0, pa ima funkcija f v tocˇki c lokalni minimum.
Dokaz. Izrek bomo dokazali le za lokalni maksimum, saj je dokaz za lokalni minimum
podoben. Naj velja f ′′(c) < 0. Dovolj je pokazati, da za poljubno sˇtevilo
x ∈ monad(c) velja f(c) ≥ f(x). To bomo dokazali s protislovjem. Naj bo torej
f(c) < f(x). Cˇe je c < x, potem po hiperrealnem izreku o povprecˇni vrednosti
obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (c, x)∗, da velja f ′(ξ) = f(x)−f(c)
x−c . Ker je f(x) > f(c),
je f ′(ξ) > 0. Ker je f ′(c) = 0 in ξ > c, je f
′(ξ)−f ′(c)
ξ−c =
f ′(ξ)
ξ−c > 0. Cˇe vzamemo
standardni del, dobimo f ′′(c) = st( f
′(ξ)−f ′(c)
ξ−c ) ≥ 0. Priˇsli smo do protislovja.
Podobno obravnavamo primer x < c. 
Pri racˇunanju limit funkcij se vecˇkrat zgodi, da racˇunamo limito oblike
limx→c+
f(x)
g(x)
, kjer sta limiti funkcij f in g enaki ±∞ ali pa 0. Ker nam pri
takem primeru ne pomaga nobeno pravilo iz izreka 3.8, nam na pomocˇ priskocˇita
l’Hospitalovi pravili. Najprej bomo podali pravilo za primer, ko sta limiti funkcij f
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in g enaki 0, nadaljevali pa bomo s primerom, kjer sta limiti funkcij f in g enaki
±∞.
Izrek 5.12. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na intervalu (a, b), pri cˇemer je
g(x) 6= 0 in g′(x) 6= 0 za vsak x ∈ (a, b). Naj velja lim
x→a+
f(x) = 0 in lim
x→a+
g(x) = 0.
Cˇe obstaja limita lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) , potem obstaja tudi limita limx→a+
f(x)
g(x)
in sta enaki; torej
lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) = limx→a+
f(x)
g(x)
.
Dokaz. Cˇe veljajo predpostavke iz izreka, lahko funkciji f in g zvezno razsˇirimo na
interval [a, b) tako, da postavimo f(a) = g(a) = 0. Naj bo sedaj x > a in x ≈ a. Po
hiperrealnem Cauchyjevem izreku obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (a, x)∗, da velja
f ′(ξ)
g′(ξ)
=
f(x)− f(a)
g(x)− g(a) =
f(x)
g(x)
.
Cˇe je lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) = C, je C ≈ f
′(ξ)
g′(ξ) =
f(x)
g(x)
. Iz pravila za racˇunanje limit s standardnimi
deli sledi lim
x→a+
f(x)
g(x)
= C. 
Izrek 5.13. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na intervalu (a, b), pri cˇemer je
g(x) 6= 0 in g′(x) 6= 0 za vsak x ∈ (a, b). Naj za limiti funkcij f in g velja
lim
x→a+
f(x) = ∞ in lim
x→a+
g(x) = ∞. Cˇe obstaja limita lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) , potem obstaja
tudi limita lim
x→a+
f(x)
g(x)
in sta enaki; torej lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) = limx→a+
f(x)
g(x)
.
Dokaz. Cˇe za funkciji f in g veljajo predpostavke iz izreka, potem po hiperrealnem
Cauchyjevem izreku za poljubni hiperrealni sˇtevili x, y ∈ (a, b)∗, pri cˇemer je x < y,
obstaja taksˇno sˇtevilo ξ ∈ (x, y)∗, da velja
f ′(ξ)
g′(ξ)
=
f(y)− f(x)
g(y)− g(x) =
f(x)
g(x)
− f(y)
g(x)
1− g(y)
g(x)
.
Naj bo y ≈ a. Isˇcˇemo taksˇno sˇtevilo x ≈ y, da bo veljalo f(y)
g(x)
≈ g(y)
g(x)
≈ 0. Ker
iz definicije 3.13 hiperrealne neskoncˇne limite sledi, da sta f(y) in g(y) pozitivni
neskoncˇni sˇtevili, je tudi P = f(y)g(y) pozitivno neskoncˇno sˇtevilo. Iz realne
definicije 3.12 neskoncˇne limite za funkcijo g sledi, da za vsako realno sˇtevilo M
obstaja taksˇno realno sˇtevilo δg(M) > 0, da je vsaka resˇitev formule a < x <
a + δg(M) tudi resˇitev formule g(x) > M . Po principu prenosa obstaja taksˇno
hiperrealno sˇtevilo δg(P ) > 0, da je vsaka resˇitev formule a < x < a + δg(P ), tudi
resˇitev formule g(x) > P . Na podoben nacˇin izberemo tudi δf (P ) > 0 za funkcijo f .
Cˇe sedaj sˇtevilo δ > 0 izberemo tako, da velja 0 < δ < min(δf (P ), δg(P )) in a+δ < y,
potem za vsako sˇtevilo x, ki je resˇitev formule a < x < a + δ, velja f(x) > P in
g(x) > P . Zato velja tudi |f(y)
g(x)
| ≤ | f(y)
P
| = | f(y)
f(y)g(y)
| ≈ 0 in | g(y)
g(x)
| ≤ | g(y)
f(y)g(y)
| ≈ 0.
Ker velja a < x < a + δ < y in y ≈ a, je x ≈ y. Naj bo sedaj C = lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) in ξ
sˇtevilo, ki ga dobimo, cˇe uporabimo hiperrealni Cauchyjev izrek 5.9 za x in y. Ker
velja ξ ≈ a, je
C ≈ f
′(ξ)
g′(ξ)
=
f(x)
g(x)
− f(y)
g(x)
1− g(y)
g(x)
≈ f(x)
g(x)
.
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Z uporabo pravila za racˇunanje limit s standardnimi deli pa za konec dobimo
C = lim
x→a+
f ′(x)
g′(x) = limx→a+
f(x)
g(x)
. 
25
Slovar strokovnih izrazov
hyperreal numbers hiperrealna sˇtevila
-razsˇiritev realnih sˇtevil, ki vsebuje infinitezimalna sˇtevila
hyperintegers hipercela sˇtevila
-cela sˇtevila, razsˇirjena tako, da obstaja neskoncˇno celo sˇtevilo
infinitesimal infinitezimalno sˇtevilo
-ˇstevilo, manjˇse od vseh pozitivnih realnih sˇtevil.
infinite number neskoncˇno sˇtevilo
-ˇstevilo, vecˇje od vseh realnih sˇtevil
monad monada
- ekvivalencˇni razred relacije ≈
standard part standardni del
-”realni” del hiperrealnega sˇtevila
transfer axiom princip prenosa
-aksiom, ki omogocˇa, da dokazane trditve v hiperrealnih sˇtevilih, drzˇijo tudi v
realnih
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